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　自然界には、動物の体表模様や貝殻模様など、様々な模様（パターン）が存在する。このようなパターン
形成のメカニズムを解明するため、数学モデルを構築し、その性質を調べる研究が、今世紀に入ってますま
す盛んとなっている。現象に対するモデルがそれをよく再現するならば、課した仮定は本質的な要因である
と推測できる。様々な現象のモデルが同じ型に分類されるならば、現象に依らない発生メカニズムの類似性
が示唆される。モデルに数式を用いれば、数学の論理性により客観的考察が可能となる。時間発展する現象
を数学モデルによって捉えようとするとき、その因子に関する時間微分が含まれる、すなわち、その数理モ
デルは微分方程式によって構成される。
　Budrene と Berg（Nature349（1991）、376（1995））は、薄く張られた寒天中央に点接種された大腸菌
（Escherichia coli）が、規則正しく並んだ斑点パターンを作りながら、同心円状に広がっていく様子を捉え、
雑誌 Nature の表紙を飾った。1997年、三村と辻川（Physica A230（1997））は、これが大腸菌の拡散と増殖・
死滅、そして化学物質の濃度勾配の高い方向への運動（走化性）との均衡によって生じると予想し、のちに
走化性・増殖系と引用される微分方程式系を提案した。微分方程式が走化性作用を含むということは、数理
的に扱いが困難な非線形性を有することを意味する。実際、走化性・増殖系に対する数理研究が進んだのは、
非線形方程式に対する数理手法が急速に発展した近年のことである。また、走化性・増殖系が呈するパター
ン形成に直接、厳密な数理を用いて切り込んだ研究はまだ少なく、久藤等（Physica D241（2012））が行っ
た分岐理論を用いたパターン解の存在証明がある程度である。
　本研究では、久藤等（Physica D241（2012））が活用した数理的制約を課すことなく、至って自然な数理
的設定の下で、これまで得られていた空間パターン解はもちろん、別の新たなパターン解を探索することを
目的とした。
論 文 内 容 の 要 旨
　本論文は５章より構成されている。第１章では、走化性や移流といった効果を含む反応拡散移流系の導入
や分岐解析の手法など、本論文の背景となる事柄について概説している。
　第２章では、関数空間、線形写像と表現行列に関する定理、及び分岐解析の基本など、本研究に関連す
る数理の基礎事項についてまとめている。特に、無限次元 Banach 空間における余次元１の分岐定理である
Crandall と Rabinowitz（J.Func. Anal.8（1971））の定理ならびに、多余次元の分岐定理である Ambrosetti 
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と Prodi（Cambridge Univ. Press, 1993）の定理についてまとめ、また、証明を整理・整備している。ここで、
余次元とは、本研究の文脈においては、パターン解を構成するためのフーリエ級数における基底関数の個数
のことである。つまり、余次元１は、対象となるパターン解を表現するためのフーリエ級数の基底関数が１
つということであり、多余次元というのは、フーリエ級数の基底関数が２つ以上あるということである。
　第３章では、走化性・増殖系と数理的に類似の構造を有する吸着質誘導相転移系に着目し、余次元１の
分岐について考察している。この方程式系は、2007 年ノーベル化学賞を受賞した Ertl 等の提案した、白金
表面上における CO 分子の分布パターン形成に関する数理モデルである。久藤と辻川（RIMS Kokyuroku 
Bessatsu B3（2007））は、上述の Crandall と Rabinowitz による分岐定理を用いて、この吸着質誘導相転移
系にストライプや四角形を呈するパターン解が存在することを証明した。本論文では、吸着質誘導相転移系
に対する定数定常解が唯一であるための十分条件を新規に与え、久藤と辻川の研究の基礎となる部分に保証
を与えた。また、久藤と辻川の行った分岐解析を、多余次元解の分岐という視点で、新たにまとめ直している。
　第４章に本論文の主結果が述べられている。まず、三村と辻川（Physica A（1997））の提案した走化性・
増殖系を導入し、これを無限次元Hilbert空間における分岐方程式として定式化している。また、分岐パラメー
タが第１分岐点となるための必要条件、ならびに分岐パラメータと制御パラメータの臨界値を与えている。
次に、余次元２の分岐について、Ambrosetti と Prodi の分岐定理をこれに適用することで、これまで存在
することが示されていた正六角形のパターン解を、至って自然な設定の下で捉え直すとともに、より対称性
の低いパターン解の存在も証明している。さらに、余次元３の分岐問題にも取り組み、入れ子構造を有する
新奇なパターン解の存在を新たに示している。最後の章では、本研究のまとめや今後の課題に加えて、更な
る発展研究について述べている。今後の研究課題として、存在を証明した各パターン解の安定性を挙げてい
る。発展研究としては、本論文で扱った走化性・増殖系ならびに吸着質相転移系よりも大規模な反応拡散移
流系に対する分岐解析を挙げ、その１例の数理モデルとして、社会性昆虫の造巣過程に対する走化性・増殖
系を提案している。
論 文 審 査 結 果 の 要 旨
　本論文では、走化性・増殖系ならびに吸着質誘導相転移系といった２つの反応拡散移流系を研究し、分岐
解析の手法を用いて空間パターン解の存在を証明している。著者はこれら２つの非線形偏微分方程式系に関
して、数理モデルとしての類似性に自ら着目して研究を行っている。偏微分方程式に対して分岐理論を用い
るには、ある種の抽象化が必要となるが、著者は上述２つの方程式系を無限次元 Hilbert 空間における分岐
方程式として定式化することで、これを行っている。また、分岐パラメータがはじめに分岐を起こす値（第
１分岐点）となるための必要条件、ならびに制御パラメータを設定することにより、第１分岐点の下限を与
えている。
　本論文の主結果は走化性・増殖系に対する分岐解析である。空間２次元においてこれまで、ストライプ、
四角形、正六角形のパターンを呈する解が、空間一様解から分岐することが分かっていた。その中でも特に、
正六角形パターン解を分岐解として捉えるためには、これをフーリエ級数における２つの基底関数の線形結
合（すなわちスカラー倍とそれらの和）として表現する必要がある。つまり、正六角形パターンを捉えるた
めには、余次元２の分岐問題を考えなければならない。標準的な方法として、パターンの対称性に焦点を合
わせ、その制限の下で分岐解析を展開する方法があるが、そこで捉えられるのは、焦点を合わせた対称性を
有する解のみであり、同時に分岐する別の解は捉えられない。著者は、本論文の中で必要最小限といっても
いいほどの少ない仮定を課すことで、正六角形パターンやそれよりも低い対称性を有するパターン解の存在
を新たに示している。さらに著者は、この方法を余次元３の分岐問題にも適用して、入れ子構造を有する新
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奇なパターン解の存在も新たに証明している。
　本論文の内容は、すでに Scientiae Mathematicae Japonicae 誌における１編の原著論文にて既に公表され
ている。また、１編の関連論文が公表予定である。さらに著者は、著名な数理生物の研究集会における英語
による口頭発表を含む、８件の研究集会・学術会議において、本論文の内容を自ら発表している。審査委員
は本論文の内容を中心に、面接と公開の論文発表会を行い、著者が論文内容と用いた数理手法について十分
な理解とともに関連する分野についても学識を有し、また将来の研究遂行に対しても十分な能力を持つこと
を確認した。著者の英語能力については、学術論文を自ら英語で書いていることならびに、英語による口頭
発表・質疑応答を行っていることから、十分であると判定した。以上のことより、審査委員会は本論文の著
者が博士（理学）の学位を授与されるに足る十分な資格を有するものと判定する。
